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ANALISI MATEMATICA B
Esercizio 1. E` data la funzione di 2 variabili reali definita da f(x, y) = cos x sin y.
A) Seguendo la definizione, determinare la derivata ∂f(0, 0)/∂v di f in (0, 0) secondo una
generica direzione v = (v1, v2). Dedurne come casi particolari i valori fx(0, 0), fy(0, 0) e
verificare la relazione attesa tra ∂f(0, 0)/∂v e ∇f(0, 0). Scrivere, infine, l’equazione del
piano tangente alla superficie grafico z = f(x, y) in (0, 0, 0).
∂f(0, 0)
∂v
= lim
t→0
cos(tv1) sin(tv2)
t
= v2.
In particolare, scegliendo come v i versori degli assi
fx(0, 0) = 0, fy(0, 0) = 1.
Dal momento che f e` differenziabile, la relazione attesa col gradiente e`
∂f
∂v
= ∇f · v
che si verifica in (0, 0):
(0, 1) · (v1, v2) = v2.
Il piano tangente ha equazione z = 0 · x+ 1 · y cioe` z = y.
B) Determinare i punti critici liberi di f(x, y) all’interno del quadrato −pi/4 < x, y < 5pi/4
e classificarli.
I punti critici sono le soluzioni del sistema− sinx sin y = 0cosx cos y = 0.
All’interno del quadrato −pi/4 < x < 5pi/4, −pi/4 < y < 5pi/4, abbiamo P1 = (0, pi/2),
P2 = (pi, pi/2), P3 = (pi/2, 0), P4 = (pi/2, pi). Da
fxx = − cosx sin y, fxy = − sinx cos y = fyx, fyy = − cosx sin y
si ha che P1 e` di massimo relativo, P2 di minimo relativo, P3 e P4 di sella.
Esercizio 2. Determinare il volume e poi il baricentro G = (0, 0, zG) del solido A =
{(x, y, z) : x2 + y2 ≤ z ≤√x2 + y2} generato da una rotazione completa attorno all’asse
z dell’insieme piano B = {(r, z) : r2 ≤ z ≤ r}. Eseguire l’integrale doppio su B per il
calcolo di zG con la riduzione opposta a quella usata per il calcolo di volume.
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Detto V il volume si ha
V =
∫ ∫ ∫
A
dxdydz = 2pi
∫ ∫
B
rdrdz, zG =
1
V
∫ ∫ ∫
A
zdxdydz =
2pi
V
∫ ∫
B
zrdrdz.
L’integrale di volume si puo` ridurre
2pi
∫ ∫
B
rdrdz = 2pi
∫ 1
0
r
∫ r
r2
dzdr = 2pi
∫ 1
0
(r2 − r3)dr = pi
6
.
Dopo, scambiando l’ordine,
zG = 12
∫ 1
0
z
∫ √z
z
rdrdz = 6
∫ 1
0
(z2 − z3)dz = 1
2
.
Esercizio 3. Data u(x, y) = e−y cosx, si considerino i campi vettoriali F = (u,−v) e
G = (v, u) con v = v(x, y) da determinarsi.
A) Determinare∇v affinche` F e G siano esatti, poi recuperare v da∇v a meno di costanti.
Visto che il dominio e` l’intero piano R2, F e G sono esatti se e solo se sono chiusi.
Questo si verifica se e solo se
−vx = uy = −e−y cosx, vy = ux = −e−y sinx.
Quindi
∇v = (e−y cosx,−e−y sinx).
Integrando si ha
v =
∫
e−y cosxdx = e−y sinx+ h(y)
e derivando l’espressione appena ottenuta di v in dy
h′(y) = 0.
Ne segue
v = e−y sinx
a meno di costanti.
B) Seguendo la definizione, calcolare l’integrale di F lungo la spezzata orientata di vertici
(0, 0), (pi/2, 0), (pi/2, 1) nell’ordine.
I due segment son parametrizzati da
x = t, y = 0, 0 ≤ t ≤ pi/2; x = pi/2, y = t, 0 ≤ t ≤ 1,
nell’ordine, mentre F = (e−y cosx,−e−y sinx). Quindi l’integrale vale∫ pi/2
0
cos tdt−
∫ 1
0
e−tdt = 1 + (1/e− 1) = 1/e.
C) Dire che significa A) per la funzione f = u + iv di variabile complessa z = x + iy ed
esplicitare poi f(z).
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Le equazioni ottenute in A) per u, v a livello di campi reali sono le equazioni di Cauchy-
Riemann per la funzione f(z). Dal momento che u e v sono C1 questo equivale a dire che
f(z) e` olomorfa. Infine
f(z) = u(z) + iv(z) = e−y(cosx+ sin y) = e−y · eix = ei(x+iy) = eiz.
Esercizio 4. Si consideri la funzione di x(t) = e−t|(0,+∞) .
A) Calcolare la trasformata xˆ(ω).
xˆ(ω) =
∫ +∞
0
e−t(1+iωdt =
1
1 + iω
.
B) Verificare A) con la formula di antitrasformazione per ogni t (compreso t = 0).
Per t = 0, usando la simmetria,
1
2pi
lim
R→+∞
∫ R
−R
1
1 + iω
dω =
1
2pi
lim
R→+∞
∫ R
−R
1− iω
1 + ω2
dω
=
1
2pi
lim
R→+∞
∫ R
−R
1
1 + ω2
dω =
1
2pi
lim
R→+∞
[arctanω]R−R =
1
2
=
x(0+) + x(0−)
2
,
come deve essere nel punto di salto.
Per t 6= 0 si usa il Teorema dei residui applicato alla funzione
f(z) =
eitz
1 + iz
, z = ω + iy,
che ha come sola singolarita` il polo semplice z = i con residuo
lim
z→i
(z − i) e
itz
i(z − i) = −ie
−t.
Dal calcolo del modulo |eitz| = e−ty si ha la scelta del semipiano: deve essere y concorde
in segno con t. Quindi l’integrale di antitrasformata vale
1
2pi
lim
R→+∞
∫ R
−R
eiωt
1 + iω
dω =
0, t < 0e−t, t > 0.
In entrambi casi il valore coincide con x(t).
C) Verificare l’uguaglianza di Parseval.
∫ +∞
−∞
|x(t)|2dt =
∫ +∞
0
e−2tdt =
1
2
[−e−2t]+∞0 =
1
2
.
1
2pi
∫ +∞
−∞
|xˆ(ω)|2dω = 1
2pi
∫ +∞
−∞
1
1 + ω2
dω =
1
2pi
[arctanω]+∞−∞ =
1
2
.
D) Dopo aver previsto il risultato, determinare la derivata debole x′ seguendo la definizione.
Dalla regola di derivata debole di funzioni con salto si ha
x′ = δ − x
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in quanto la derivata forte coincide con −x. Applicando la definizione
〈x′, ϕ〉 = −〈x, ϕ′〉 = −
∫ +∞
0
e−tϕ′(t)dt = −[e−tϕ(t)]+∞0 −
∫ +∞
0
e−tϕ(t)dt
= ϕ(0)−
∫ +∞
0
e−tϕ(t)dt = 〈δ, ϕ〉 − 〈x, ϕ〉.
E) Direttamente da D), calcolare xˆ′ e verificare la relazione attesa con A).
xˆ′ = δˆ − xˆ = 1− 1
1 + iω
=
iω
1 + iω
= iωxˆ.
